derde graad – 6 uur – analyse

hoofdstuk 3 : goniometrische getallen

3. goniometrische getallen 
3.1. overzicht van vroegere definities en formules
3.1.1. DEFINITIES
· De goniometrische cirkel is een cirkel die aan drie voorwaarden voldoet:

· het middelpunt is de oorsprong van het assenstelsel

· de straal is 1

· de oriëntatie gebeurt in tegenwijzerzin (we verdelen de cirkel in vier kwadranten volgens deze oriëntatie en te beginnen op de positieve x-as)


Notatie : C(0,1)

· de sinus van een hoek α is het tweede coördinaatgetal van het beeldpunt van de hoek, of de projectie op de y-as. Notatie : sin α
· de cosinus van een hoek α  is het eerste coördinaatgetal van het beeldpunt van de hoek, of de projectie op de x-as. Notatie : cos α
· de tangens van een hoek is het quotiënt van de eerste twee goniometrische getallen. Notatie : 
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De tangens bestaat niet als de cosinus 0 is, dus voor de hoeken : 
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· de cotangens van een hoek is het omgekeerde van de tangens. Notatie : 
[image: image3.wmf]a
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De cotangens bestaat niet als de sinus 0 is, dus voor de hoeken : 
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· de secans van een hoek is het omgekeerde van de cosinus. Notatie : 
[image: image5.wmf]a
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. Ook de secans bestaat niet als de cosinus 0 is.

· de cosecans van een hoek is het omgekeerde van de sinus. Notatie : 
[image: image6.wmf]a
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. Ook de cosecans bestaat niet als de sinus 0 is.

· Voorstelling op de goniometrische cirkel :
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3.1.2. DE GRONDFORMULE VAN DE GONIOMETRIE

Voor eender welke hoek α geldt :
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3.1.3. TEGENGESTELDE HOEKEN

Tegengestelde hoeken zijn hoeken waarvan de som 0° is.


[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

a

a

a

a

a

a

a

a

an

an

cot

cot

tan

tan

cos

cos

sin

sin

-

=

-

-

=

-

=

-

-

=

-


3.1.4. COMPLEMENTAIRE HOEKEN


Complementaire hoeken zijn hoeken waarvan de som 90° is.
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3.1.5. SUPPLEMENTAIRE HOEKEN


Supplementaire hoeken zijn hoeken waarvan de som 180° is.
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3.1.6. ANTICOMPLEMENTAIRE HOEKEN


Anticomplementaire hoeken zijn hoeken waarvan het verschil 90° is.
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3.1.7. ANTISUPPLEMENTAIRE HOEKEN


Antisupplementaire hoeken of diametraal tegenovergestelde hoeken zijn hoeken waarvan het verschil 180° is.
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3.1.8. GONIOMETRISCHE GETALLEN VAN DE BELANGRIJKSTE HOEKEN
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3.2. de radiaal
3.2.1. 
DEFINITIE

Zestigdelige graden is een oude eenheid die niet overeenkomt met de (wiskundige) reële getallen (zestigdelig, minuten, seconden, ...). Daarom voeren we een nieuwe eenheid in : de radiaal. Dit is wel een honderddelige eenheid.


definitie :
de georiënteerde hoek die op een goniometrische cirkel een boog beschrijft die even lang is als de straal van de goniometrische cirkel (1 dus), noemt men de hoek 1 radiaal.

[image: image55.png]xas,





3.2.2. 
OVERGANG GRADEN -
RADIALEN


Om de overgang van graden naar radialen te maken (en omgekeerd) is de volle cirkel erg belangrijk : één volle cirkel = 360° = 2π radialen (want de omtrek van de goniometrische cirkel is 2π, omdat de straal 1 is)
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dus :  


voorbeeld :
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opmerking : het woordje radialen mag weggelaten worden.


andersom : 
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voorbeelden :


3.2.3. 
OVERGANGSTABEL
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3.2.4. 
OVERGANG MET DE TI-84
· van graden naar radialen : 
[image: image73.png]
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dit is het resultaat op je scherm 
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· van radialen naar graden : 
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dit is het resultaat op je scherm
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3.3. oefeningen
3.3.1. teken het beeldpunt van elk van volgende hoeken op een goniometrische cirkel
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3.3.2. herleid naar een hoek in zestigdelige graden (zonder rekenmachine)
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3.3.3. herleid naar een hoek in zestigdelige graden

a) 1

b) 2

c) 
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3.3.4. herleid naar een hoek in radialen (zonder rekenmachine)
a) 15°
b) 30°

c) 45°

d) 60°

e) 120°

f) 22°30’

g) 10°

h) 18°

i) 7°30’

j) 20°

k) 210°

l) 50°

m) 75°

n) 240°

o) 335°

p) 37°30’

q) 270°

3.3.5. herleid naar een hoek in radialen

a) 18°20’

b) 33°15’30”

c) 65°34’20”

d) 144°18’45”

e) 251°32’42”

f) 5°

g) 1°

h) 30’

i) 6’

j) 0,01°
3.4. de som- en verschilformules
3.4.1. 
SCALAIR PRODUCT VAN TWEE VECTOREN
Het scalair product van twee vectoren wordt gedefinieerd als : 
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waarbij 
[image: image167.wmf]a

 staat voor de lengte van de vector a, en ( de hoek is tussen de twee vectoren.
Anderzijds is het scalair product van twee vectoren met coördinaten (x1,y1) en (x2,y2) gelijk aan x1x2 + y1y2.

3.4.2. COSINUS VAN SOM EN VERSCHIL
We nemen nu twee vectoren op de goniometrische cirkel :
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We kennen de coördinaten van de punten a en b, nl. 
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Bijgevolg is 
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Onmiddellijk daaruit volgt dat :
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3.4.3. SINUS VAN SOM EN VERSCHIL
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(complementaire hoeken)
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3.4.4. TANGENS VAN SOM EN VERSCHIL
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3.4.5. TOEPASSINGEN
· 
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Merk op dat 
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· De drie hoeken van een niet-rechthoekige driehoek voldoen aan volgende betrekking : 
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Voor de hoeken van een driehoek geldt :
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3.5. oefeningen
3.5.1. bewijs de volgende goniometrische formules
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3.5.2. gegeven :
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3.5.3. gegeven :
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3.5.4. gegeven :
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3.5.5. bereken de zes goniometrische getallen van 15°, 75°, 105° en 195° door gebruik te maken van de goniometrische getallen van 30°, 45° en 60°.

3.5.6. bepaal zelf  formules voor 

a)

[image: image224.wmf](

)

b

a

+

cot


b)

[image: image225.wmf](

)

b

a

-

cot


c)

[image: image226.wmf](

)

c

b

a

+

+

sin


d)

[image: image227.wmf](

)

c

b

a

+

+

cos


e)

[image: image228.wmf](

)

c

b

a

+

+

tan


3.6. verdubbelingsformules
3.6.1. GONIOMETRISCHE GETALLEN VAN DE DUBBELE HOEK
· 
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· alternatief : 
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3.6.2. KWADRAAT VAN SINUS EN COSINUS
· 
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3.6.3. GONIOMETRISCHE GETALLEN VAN DE DRIEDUBBELE HOEK
· 
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3.6.4. TOEPASSING
Gegeven : 
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Gevraagd : 
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Oplossing : 
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tenslotte 
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3.7. de t-formules
3.7.1. WERKEN MET DE HALVE HOEK
We weten dat 
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)

a

a

a

2

tan

1

tan

2

2

tan

-

=

. Dit geldt voor alle hoeken dus ook als we de hoek halveren. Bijgevolg is 
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3.7.2. TERUG NAAR DE COSINUS

We kennen nog de tweede grondformule : 
[image: image261.wmf]x
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Dan is : 
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Of als we de hoek weer halveren : 
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3.7.3. TERUG NAAR DE SINUS

Een soortgelijke formule vinden voor de sinus is nu eenvoudig : 
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3.7.4. DE t-FORMULES

Als we nu 
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 noemen, krijgen we de belangrijke t-formules :
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Formules die de goniometrische getallen uitdrukken in een rationale vorm.

3.7.5. TOEPASSING

Schrijf 
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Oplossing : 
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)

(

)

(

)

2

2

2

1

2

1

2

2

1

2

3

2

2

t

t

t

t

t

t

+

+

×

-

-

=

+

-

+

-

=


3.8. de formules van Simpson
3.8.1. PRODUCT OMZETTEN NAAR SOM OF VERSCHIL

· We keren even terug naar de som- en verschilformules voor de cosinus :
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Als we nu beide formules lid aan lid optellen, krijgen we :
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en dus 
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Of we kunnen beide formules lid aan lid van mekaar aftrekken; dat geeft :
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en dus 
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· We keren ook even terug naar de som- en verschilformules voor de sinus :
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Als we nu beide formules lid aan lid optellen, krijgen we :




[image: image277.wmf](

)

(

)

b

a

b

a

b

a

cos

sin

2

sin

sin

×

=

-

+

+

 



en dus 
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Of we kunnen beide formules lid aan lid van mekaar aftrekken; dat geeft :
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en dus 
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· De vier gevonden formules noemen we de formules van Simpson :
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3.8.2. SOM OF VERSCHIL OMZETTEN NAAR PRODUCT

· Neem de eerste formule van Simpson en breng de breuk naar de linkerkant. We krijgen 
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Noem nu 
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We krijgen :
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· We passen dezelfde redenering toe op de tweede formule van Simpson. We krijgen eerst 
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 en met dezelfde substitutie :
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· Met de derde formule van Simpson en dezelfde substitutie krijgen we eerst : 
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, en vervolgens :





[image: image291.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

2

cos

2

sin

2

sin

sin

q

p

q

p

q

p


· De laatste formule van Simpson en dezelfde substitutie geeft eerst : 
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· De vier gevonden formules noemen we de omgekeerde formules van Simpson :
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3.8.3. TOEPASSINGEN

· Herleid tot een som : 
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Oplossing : 
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· De drie hoeken van een driehoek voldoen aan volgende betrekking : 
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Voor de hoeken van een driehoek geldt : 
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en dus vinden we : 
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3.9. oefeningen
3.9.1. gegeven :
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3.9.4. bepaal zelf formules voor
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3.9.5. vereenvoudig volgende vormen
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3.9.6. bewijs volgende formules

a)

[image: image331.wmf]2

cot

2

tan

sin

sin

sin

sin

b

a

b

a

b

a

b

a

-

×

+

=

-

+


b)

[image: image332.wmf]2

cot

cos

cos

sin

sin

b

a

b

a

b

a

+

-

=

-

-


c)

[image: image333.wmf]2

cot

cos

cos

sin

sin

a

b

b

a

b

a

-

=

-

+


d)

[image: image334.wmf]2

tan

2

tan

cos

cos

cos

cos

b

a

b

a

b

a

a

b

-

×

+

=

+

-


e)

[image: image335.wmf]x

x

2

2

csc

2

csc

2

cos

-

=

a


f)

[image: image336.wmf]q

q

q

sin

cos

1

2

tan

-

=


g)

[image: image337.wmf]2

cot

tan

1

sin

1

a

a

a

=

+


3.9.7. herleid volgende producten tot een som
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3.9.8. herleid volgende vormen tot een rationale vorm
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3.9.9. bewijs volgende beweringen voor de drie hoeken van een driehoek
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3.9.10. nog enkele gelijkheden om te bewijzen
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